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Предлагается метод построения 
кубических интерполяционных по-
линомов Зламала – Женишека на 
произвольном треугольнике, осно-
ванный на использовании базис-
ных полиномов 3-й степени на 
единичном треугольнике. 
 О.Н. Литвин, О.О. Литвин,  
О.И. Денисова, 2013 
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УДК 519.6 
О.Н. ЛИТВИН, О.О. ЛИТВИН, 
О.И. ДЕНИСОВА 
2D КУБИЧЕСКИЕ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОНН
ЫЕ СПЛАЙНЫ  
НА НЕРЕГУЛЯРНОЙ 
СЕТКЕ УЗЛОВ 
Введение. В работе авторов 
[1] предложены явные фор-
мулы для построения кубиче-
ских интерполяционных 
сплайнов, основанных на ис-
пользовании кубических ин-
терполяционных полиномов 
Зламала – Женишека [2 – 17] 
на треугольнике. Приведем ее 
основные  
утверждения. 
Пусть ( ), , 1,k k kA x y k n=  – 
про-извольная сетка узлов, 
[ ]20,1 ,kA D∈ =  1,k n= . Ра-
зобьем D на треугольники 
pqrT D⊂  с вершинами 
, , ,p q rA A A  p q≠ ≠  
;r≠ { }, , 1,2,...,p q r n∈ . 
Введем к рассмотрению систему функций 
двух переменных ( ), ,pqrh x y  ( ), , ,pqrrh x yβ  
( )1 2, ,0 1β = β β ≤ β ≤ , которые считаем  
определенными только в треугольнике pqrT , 
( )
,
1
, 1
1
p q p p
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где  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 21
1 2
0 1, ,
, ,
1 1
, ! ! !
, , !
r r r r
r r
p q p qx y x y
x x y y
D
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− β γ γ
γ
≤ γ ≤ − β
   
− − 
= γ = γ γ     γ    
∑  
Лемма 1. Функция ( ),pqrh x y  – полином 3-й степени со свойствами  
( ), 1, ,3 3p q r p q rpqr pqr pqr pqr pqr
x x x y y y
h X Y X Y
+ + + +
= = =   (1) 
( ) { }, 0, 0 1, , , ,pqr i iD h x y i p q rγ γ= ≤ ≤ ∈                             (2) 
( )
1 2
0,0
1 2 1 2 , , , ,, , , , .p q r p q rD D h h
x y
γ
γ
γ γ
∂γ = γ γ γ = γ + γ = =
∂ ∂
 
Лемма 2. Функции ( )
,
,
pqr
rh x yβ  – полиномы 3-й степени со свойствами 
( ) { } ( )
( ) ( )
1 1 2 2
, , 1 2 1 20,
, , , , 1 2 1 2
, ; , , , , 0 1, , ,
, , 1, , , .
pqr
k k
pqr
k k
h x y k p q r
D h x y
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γ
β γ β γ β
= δ δ ∈ ≤ β ≤ β = β β β = β + β
= δ δ δ γ = γ = γ γ γ = γ + γ
l l l
l l l
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Теорема 1. Оператор  
( ) ( ) ( ) ( ){ } ,,, , 0 1, , ,k k
pqr
pqr kx y
k p q r
O f x y D f x y h x yβ β
∈ ≤ β ≤
= +∑ ∑  
( )( ) ( ), , ,pqr pqr pqr pqrf X Y z h x y+ −  
( ) ( ) ( ){ } ,,, , 0 1 , ,kk k
pqr
pqr pqr pqrx y
k p q r
z D f x y h X Yββ
∈ ≤ β ≤
= ∑ ∑                   (3) 
ставит в соответствие каждой функции ( ) ( )1, pqrf x y C T∈  полином 3-й степени 
от 2-х переменных со свойствами 
( ) ( ), , ,pqr pqr pqr pqr pqrO f X Y f X Y=     (4) 
( ) ( ) ( ) ( ) { }, ,, , ,0 1, , , .i i i ipqr x y x yD O f x y D f x y i p q rγ γ= ≤ γ ≤ ∈  (5) 
Теорема 2. Оператор  
( ) ( ) ( ), , , ,pqr pqrOf x y O f x y x y T D= ∈ ⊂         (6) 
имеет свойства  
( ) ( ), , , ,ijk ijk ijk ijk ijkOf X Y f X Y T D= ∈  
( ) ( ) { }, , , 1,2, , ,0 1.i i i iD Of x y D f x y i Mγ γ= ∈ ≤ γ ≤K   (7) 
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Следствие.  
( ) ( ) ( ) ( )3 ,
0 3
, , , ,
i j
i j
i j
Of x y f x y f x y P x y a x y
≤ + ≤
= ∀ = = ∑ .  (8) 
Явные формулы для базисных кубических полиномов для «единично-
го» треугольника. Для «единичного» треугольника ukpqT  с вершинами (0,0),kA  
( ) ( )1,0 , 0,1p qA A  приведем явные выражения для всех 10-и базисных функций. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,0,0 ,0,0, 1 1 2 2 , , 3 2 ,
kpq kpq
k pe x y x y x y e x y x x= − − + + = −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2
,0,0 ,1,0 ,1,0, 3 2 , , 1 , , 1 ,
kpq kpq kpq
q k pe x y y y e x y x x y e x y x x= − = − − = −  
( ) ( ) ( ) ( )22 2
,1,0 ,0,1 ,0,1, , , 1 , , ,
kpq kpq kpq
q k pe x y xy e x y y x y e x y yx= = − − =  
( ) ( ) ( ) ( )2
,0,1 , 1 , , 27 1 .
kpq kpq
qe x y y y e x y xy x y= − = − −                   (9) 
Явные формулы для базисных кубических полиномов на произвольном 
треугольнике. Используем формулы (9) для представления всех 10-и функций 
( ),pqrh x y , ( )
,
,
pqr
kh x yβ , { } 1 2, , ,0 1k p q r∈ ≤ β ≤ β + β ≤ . Введем замену пере-
менных, устанавливающую взаимно однозначное соответствие между точками 
треугольника ( ), pqrx y T∈  и точками ( ), ukpqu v T∈ :  
( ) ( ) ( ), ,kpq k p k q kx x u v x u x x v x x= = + ⋅ − + ⋅ −  
( ) ( ) ( ), ,kpq k p k q ky y u v y u y y v y y= = + ⋅ − + ⋅ −  
( ) ( ) ( ) ( ), 0,0 , , ,k ku v x y x y= ⇒ =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1,0 , , , , 0,1 , , ,p p q qu v x y x y u v x y x y= ⇒ = = ⇒ =   (10) 
( )
( )
,
,
,
p k p k
kpq
q k q k
x x y yx y
x x y yu v
− −∂
= = ∆
− −∂
 
( )
( ) ( )
( ) ( )
,
k q k
k q k
kpq
kpq
x x x x
y y y y
u u x y
− −
− −
= =
∆
, ( )
( ) ( )
( ) ( )
,
p k k
p k k
kpq
kpq
x x x x
y y y y
v v x y
− −
− −
= =
∆
, 
( ) 1, 3kpq kpq kpqu X Y = , ( ) 1, 3kpq kpq kpqv X Y = .  
В дальнейшем будем использовать формулы 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1,0 1 0,1 1
1,0 1 0,1 1
, ; , ;
, ; , ;
kpq kpq q k kpq kpq q k
kpq kpq p k kpq kpq p k
D u x y y y D u x y x x
D v x y y y D v x y x x
− −
− −
= ∆ − = −∆ −
= −∆ − = ∆ −
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( ) ( ) ( ), 0; , 1; , 0kpq k k kpq p p kpq q qu x y u x y u x y= = = ; 
( ) ( ) ( ), 0; , 0; , 1.kpq k k kpq p p kpq q qv x y v x y v x y= = =  
В результате получаем, что для произвольного треугольника pqrT  функции 
( ) { }
,
, , , ,
pqr
kh x y k p q rβ ∈ , ( ),pqrh x y  можно представить в виде, указывающемся  
в следующих теоремах. Объединяем формулирование и доказательство теорем. 
Теорема 3. Для произвольного { }, ,k p q r∈  функция 
( ) ( ) ( )( ),0,0 ,0,0, , , ,kpq kpqk k kpq kpqh x y e u x y v x y= удовлетворяет условиям: 
( ) ( ) ( ) ( ),0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0, 0,0 1, , 1,0 0,kpq kpq kpq kpqk k k k k p p kh x y e h x y e= = = =  
( ) ( ),0,0 ,0,0, 0,1 0,kpq kpqk q q kh x y e= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,0,0 ,0,0 ,0,0, 0,0 0,0, , , 0,k kkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,0,0 ,0,0 ,0,0, 0,0 0,0, , , 0,k kkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,0,0 ,0,0 ,0,0, 1,0 1,0, , , 0,p pkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,0,0 ,0,0 ,0,0, 1,0 1,0, , , 0,p pkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,0,0 ,0,0 ,0,0, 0,1 0,1, , , 0,q qkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,0,0 ,0,0 ,0,0, 0,1 0,1, , , 0.q qkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
Для доказательства использованы следующие равенства: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,0,0 ,0,0 ,0,0
1,0 0,1 1,0
,0,0 ,0,0 ,0,00,0 0,0 1,0
0,1 1,0 0,1
,0,0 ,0,0 ,0,01,0 0,1 0,1
0,0 1; 1,0 0; 0,1 0;
, 0; , 0; , 0;
, 0; , 0; , 0.
kpq kpq kpq
k k k
kpq kpq kpq
k k k
kpq kpq kpq
k k k
e e e
D e u v D e u v D e u v
D e u v D e u v D e u v
= = =
= = =
= = =
 
 
Аналогично доказываются соответствующие интерполяционные свойства 
для функций  
( ) ( ) ( )( ),0,0 ,0,0, , , , ,kpq kpqp p kpq kpqh x y e u x y v x y=  ( ),0,0 ,kpqqh x y ( ) ( )( ),0,0 , , , .kpqq kpq kpqe u x y v x y=  
Теорема 4. Для произвольного { }, ,k p q r∈  функция ( )
,1,0 ,
kpq
kh x y =  
( ) ( )( ),1,0 , , ,kpqk kpq kpqe u x y v x y=  удовлетворяет условиям: 
( ) ( ),1,0 ,1,0, 0,1 0,kpq kpqk q q kh x y e= =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,1,0 ,1,0 ,1,0, 0,0 0,0, , ,k kkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( )1,0 1,0 1,0 11 0 ,kpq kpq kpq kpq q kD u D v D u y y−= + = = ∆ −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,1,0 ,1,0 ,1,0, 0,0 0,0, , ,k kkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( )0,1 0,1 0,1 11 0 ,kpq kpq kpq kpq q kD u D v D u x x−= + = = ∆ −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,1,0 ,1,0 ,1,0, 1,0 1,0, , , 0,p pkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,1,0 ,1,0 ,1,0, 1,0 1,0, , , 0,p pkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0,1,0 ,1,0 ,1,0, 0,1 0,1, , , 0,q qkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,0 0,1 0,1 0,1,1,0 ,1,0 ,1,0, 0,1 0,1, , , 0.q qkpq kpq kpqk k kpq k kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
Для доказательства использованы следующие равенства: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,1,0 ,1,0 ,1,0
1,0 0,1 1,0
,1,0 ,1,0 ,1,00,0 0,0 0,1
0,1 1,0 0,1
,1,0 ,1,0 ,1,00,1 1,01,0
0,0 0; 1,0 0; 0,1 0;
, 1; , 0; , 0;
, 0; , 0; , 0.
kpq kpq kpq
k k k
kpq kpq kpq
k k k
kpq kpq kpq
k k k
e e e
D e u v D e u v D e u v
D e u v D e u v D e u v
= = =
= = =
= = =
 
Аналогично доказываются соответствующие интерполяционные свойства 
для функций ( ) ( ) ( )( ),1,0 ,1,0, , , ,kpq kpqp p kpq kpqh x y e u x y v x y= , 
( ) ( ) ( )( ),1,0 ,1,0, , , ,kpq kpqq q kpq kpqh x y e u x y v x y= , 
( ) ( ) ( )( )
,0,1 ,0,1, , , , ,
kpq kpq
k k kpq kpqh x y e u x y v x y=  
( ) ( ) ( )( ),0,1 ,0,1, , , ,kpq kpqp p kpq kpqh x y e u x y v x y= , 
( ) ( ) ( )( )
,0,1 ,0,1, , , , .
kpq kpq
q q kpq kpqh x y e u x y v x y=  
Теорема 5. Для произвольного треугольника pqrT  функция ( ),pqrh x y =  
( ) ( )( ), , ,pqr kpq kpqe u x y v x y=  удовлетворяет условиям: 
( ) ( ) ( ) ( ), 0,0 0, , 1,0 0,kpq kpqpqr k k pqr p ph x y e h x y e= = = =  
( ) ( ), 0,1 0,kpqpqr q qh x y e= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 1,0 0,1 1,0, 0,0 0,0, , , 0,k k kpq kpqpqr kpq kpqx yD h x y D e u v D u D e u v D v= + =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0,1 1,0 0,1 0,1 0,1
, 0,0 0,0
1,0 1,0 1,0 0,1 1,0
, 1,0 1,0
0,1 1,0 0,1 0,1 0,1
, 1,0 1,0
1,0
, , , 0,
, , , 0,
, , , 0,
k k
p p
p p
kpq kpq
pqr kpq kpqx y
kpq kpq
pqr kpq kpqx y
kpq kpq
pqr kpq kpqx y
D h x y D e u v D u D e u v D v
D h x y D e u v D u D e u v D v
D h x y D e u v D u D e u v D v
D h
= + =
= + =
= + =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1,0 1,0 0,1 1,0
, 0,1 0,1
0,1 1,0 0,1 0,1 0,1
, 0,1 0,1
,
, , , 0,
, , , 0,
1 1
, , , , , 1.3 3
q q
q q
pqr pqr
kpq kpq
pqr kpq kpqx y
kpq kpq
pqr kpq kpqx y
kpq kpq
pqr kpq pqr pqr kpq pqr pqrX Y
x y D e u v D u D e u v D v
D h x y D e u v D u D e u v D v
h x y e u X Y v X Y e
= + =
= + =
= = =
 
Для доказательства используются следующие равенства: 
( ) ( ) ( )0,0 0; 1,0 0; 0,1 0;kpq kpq kpqe e e= = =  
( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,10,0 0,0, 0; , 0;kpq kpqD e u v D e u v= =  
( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,11,0 1,0, 0; , 0;kpq kpqD e u v D e u v= =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,10,1 0,1 1 1 1, 0; , 0; , 27 1.3 3 27kpq kpq kpqD e u v D e u v e= = = ⋅ =  
Введем к рассмотрению оператор 
( ) ( ) ( )
{ }
( ) ( )
{ }
,0,0 ,1,0 ,1,0
, , , ,
, , ,
pqr pqr pqr
pqr k k k k
k p q r k p q r
B f x y f A h x y C f h x y
∈ ∈
= + +∑ ∑  
( ) ( )
{ }
,0,1 ,0,1
, ,
,
pqr pqr
k k
k p q r
C f h x y
∈
+ ∑ . 
Теорема 6. Для того чтобы оператор ( ),pqrB f x y  удовлетворял условиям 
( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0, , , , , ,
ll l l
pqr pqrAA A A
B f x y f x y D B f x y D f x y= =  
( ) ( ) { }0,1 0,1, , , , ,
l l
pqr A A
D B f x y D f x y l p q r= ∈  
постоянные коэффициенты ( ) ( ) { }
,1,0 ,0,1, , , ,
pqr pqr
k kC f C f k p q r∈  должны быть реше-
ниями следующих систем линейных алгебраических уравнений: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,0 1,0 1,0
,1,0 ,1,0 ,0,1 ,1,0
0,1 0,1 0,1
,1,0 ,1,0 ,0,1 ,1,0
, , , , , , ,
,
, , , , , , ,
l
l
pqr pqr
k k k k A
pqr pqr
k k k k A
C f D u x y X Y C f D v x y X Y D f x y
C f D u x y X Y C f D v x y X Y D f x y
 + =


+ =
 
{ }, ,l p q r∈ .     (11) 
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Доказательство. Учитывая свойства базисных функций 
,0,0 ,0,0 ,0,0, , ,
kpq kpq kpq
k p qe e e  
,1,0 ,1,0 ,1,0 ,0,1, , , ,
kpq kpq kpq kpq
k p q ke e e e ,0,1 ,0,1, ,
kpq kpq kpq
p qe e e  и функций ( ) ( ), , ,kpq kpqu x y v x y  можно 
написать следующую цепочку равенств:  
( ) ( ) ( )
{ }
( ) ( )
{ }
,0,0 ,1,0 ,1,0
, , , ,
, , ,
l l l
pqr pqr pqr
pqr k k k kA A A
k p q r k p q r
B f x y f A h x y C f h x y
∈ ∈
= + +∑ ∑  
( ) ( )
{ }
( )
{ }
( ) { }
,0,1 ,0,1 ,
, , , ,
, , , ,
l
pqr pqr
k k k k l lA
k p q r k p q r
C f h x y f A f A l p q r
∈ ∈
+ = δ = ∈∑ ∑ , 
( ) ( ) ( )
{ }
1,0 1,0
,0,0
, ,
, ,
l l
pqr
pqr k kA A
k p q r
D B f x y f A D h x y
∈
= +∑  
( ) ( )
{ }
( ) ( )
{ }
1,0 1,0
,1,0 ,1,0 ,0,1 ,0,1
, , , ,
, ,
l l
pqr pqr pqr pqr
k k k kA A
k p q r k p q r
C f D h x y C f D h x y
∈ ∈
+ + =∑ ∑  
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
1,0
,1,0 ,1,0
1,0
,0,1 ,0,1
1,0 1,0
,1,0 ,0,1
, , ,
, , ,
, , ;
l
l
pqr pqr
l k kpq kpq A
pqr pqr
l l kpq kpq A
pqr pqr
l kpq l kpq
C f D e u x y v x y
C f D e u x y v x y
C f D u x y C f D v x y
= +
+ =
= +
 
( ) ( ) ( )
{ }
0,1 0,1
,0,0
, ,
, ,
l l
pqr
pqr k kA A
k p q r
D B f x y f A D h x y
∈
= +∑  
( ) ( )
{ }
( ) ( )
{ }
0,1 0,1
,1,0 ,1,0 ,0,1 ,0,1
, , , ,
, ,
l l
pqr pqr pqr pqr
k k k kA A
k p q r k p q r
C f D h x y C f D h x y
∈ ∈
+ + =∑ ∑  
( ) ( ) ( )( )0,1,1,0 ,1,0 , , ,
l
pqr pqr
l k kpq kpq A
C f D e u x y v x y= +  
( ) ( ) ( )( )0,1,0,1 ,0,1 , , ,
l
pqr pqr
l l kpq kpq A
C f D e u x y v x y+ =  
( ) ( ) ( ) ( ) { }0,1 0,1
,1,0 ,0,1, , ; , , .
pqr pqr
l kpq l kpqC f D u x y C f D v x y l p q r= + ∈  
Приравнивая эти выражения к производным ( )1,0 , ,
lA
D f x y  ( )0,1 , ,
lA
D f x y  
{ }, ,l p q r∈ получаем систему уравнений (11). Теорема 6 доказана. 
Введем оператор ( ) ( ) ( )(, , ,pqr pqr pqr pqrO f x y B f x y f X Y= + −  
( )) ( )( ), , , .pqr pqr pqr pqr pqrB f X Y h x y x y T− ∈                              (12) 
Теорема 7. Для каждой ( ) ( )1 2,f x y C R∈  оператор ( ),pqrO f x y  имеет 
свойства 
( ) ( ) ( ) ( ) { } 1 2, ,, , , , , ;0 1l l l lpqr x y x yD O f x y D f x y k p q rβ β= ∈ ≤ β + β ≤ , 
( ) ( ), , .pqr pqr pqr pqr pqrO f X Y f X Y=  
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Доказательство. Функция ( ),pqrh x y  равна нулю одновременно со своими 
частными производными 1-го порядка в каждой вершине треугольника.  
Поэтому  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) { }
,
,
,
1 2
, ,
, ,
, , ,
, , , , , ;0 1.
l l x yl l
x yl l
l l l l
pqr pqrx y
pqr pqr pqr pqr pqr pqr
pqr x y x y
D O f x y D B f x y
f X Y B f X Y D h x y
D B f x y D f x y l p q r
β β
β
β β
= +
+ − =
= = ∈ ≤ β + β ≤
 
То есть, первую группу утверждений теоремы 7 доказано. Для доказательства 
последнего утверждения теоремы 7 напишем следующую цепочку равенств: 
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
, ,
, , ,
, , , 1 , .
pqr pqr pqr pqr pqr pqr
pqr
pqr pqr pqr pqr pqr pqr pqr
pqr pqr pqr pqr pqr pqr pqr pqr pqr pqr
O f X Y B f X Y
f X Y B f X Y h X Y
B f X Y f X Y B f X Y f X Y
= +
+ − =
= + − ⋅ =
 
Теорема 7 доказана. 
Теорема 8. Каждой ( ) ( )1 2,f x y C R∈  оператор  
( ) ( ) ( ), , , ,D pqr pqrO f x y O f x y x y T D= ∈ ⊂ . 
Ставит в соответствие сплайн 3-ей степени со свойствами 
( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( ) ( )
, ,
,
, , , 1,2,..., ,0 1,
, , .
l l l l
l l
D x y x y
D pqr pqr pqr pqr pqr
x y
D O f x y D f x y l n
O f X Y f X Y T D
γ γ
= ∈ ≤ γ ≤
= ∀ ⊂
 
Доказательство. Предположим, что точка ( ),l lx y  – вершина некоторого 
треугольника lpqT D⊂ . Тогда, в соответствии с теоремой 7 можно написать 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( ) ( ) ( )
, , ,
,
, , , , 1,2,..., ,
0 1, , , , .
l l l l l l
l l
D lpqx y x y x y
D lpq lpq lpq lpq lpq lpq lpq
x y
D O f x y D O f x y D f x y l n
O f X Y O f X Y f X Y
γ γ γ
= = ∈
≤ γ ≤ = =
 
Теорема 8 доказана. 
Выводы. Предложены явные формулы для построения кубических полино-
мов Зламала – Женишека на произвольном треугольнике, основанные на  
использовании базисных кубических полиномов. 
О.Н. ЛИТВИН, О.О. ЛИТВИН, О.И. ДЕНИСОВА 
   Компьютерная математика. 2013, № 1 108
Для предложенных формул планируется исследовать погрешность прибли-
жения и использовать их для построения кубатурной формулы на произвольной 
сетке узлов. 
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